
Ejercicios de Matemáticas I – Desigualdades

Desigualdades entre polinomios.Supongamos quep.x/ es una función polinómica de una variable,
y queremos calcular para qué valores de la variablex se verifica quep.x/ > 0.

Para ello lo que vamos a hacer es calcular las soluciones reales de la ecuaciónp.x/ D 0, es decir,
lasraícesreales del polinomiop.x/. Esto solamente puede hacerse en casos sencillos. El más frecuente
es cuandop.x/ es un polinomio con coeficientes que son números enteros y el coeficiente del término
de mayor grado es igual a 1, porque entonces las raícesenterasdep.x/ deben ser divisores del término
independiente.

Ejemplo. Calcula para qué valores dex se verifica que�6 � 19x C 28x2 C 2x3 � 6x4 C x5 > 0.

Solución.Por lo antes dicho, las raícesenterasdel polinomio

p.x/ D �6 � 19x C 28x2 C 2x3 � 6x4 C x5

solamente pueden ser�6; �3; �2; �1; 1; 2; 3; 6. Tenemos que:

p.�6/ < 0; p.�3/ D �480; p.�2/ D 0; p.�1/ D 32; p.1/ D 0; p.2/ D 20; p.3/ D 0; p.6/ > 0:

Por tanto,�2, 1 y 3 son las únicas raícesenterasde p.x/. Dividiendo por Ruffini obtenemos que
p.x/ D .x C 2/.x � 1/.x � 3/.x2 � 4x � 1/. Calculamos ahora las raíces del trinomio de segundo
gradox2 � 4x � 1, que resultan ser̨ D 2 �

p
5 y ˇ D 2 C

p
5.

Ordenamos ahora todas las raíces de menor a mayor. Teniendo en cuenta que2 <
p

5 < 3, resulta
que�2 < ˛ < 1 < 3 < ˇ. Tenemos que:

p.x/ D .x C 2/.x � ˛/.x � 1/.x � 3/.x � ˇ/

Deducimos que:

x < �2 ÷ p.x/ < 0 porque es producto de cinco números negativos.

�2 < x < ˛ ÷ p.x/ > 0 porque es producto de un número positivo y cuatro negativos.

˛ < x < 1 ÷ p.x/ < 0 porque es producto de dos números positivos y tres negativos.

1 < x < 3 ÷ p.x/ > 0 porque es producto de tres números positivos y dos negativos.

3 < x < ˇ ÷ p.x/ < 0 porque es producto de cuatro números positivos y uno negativo.

ˇ < x ÷ p.x/ > 0 porque es producto de cinco números positivos.

Del estudio anterior se deduce que:

fx 2R W p.x/ > 0g D� � 2; 2 �
p

5Œ[�1; 3Œ[� � 2 C
p

5; C1Œ:

Naturalmente, si lo que se quiere es calcular para qué valores dex 2 R se verifica quep.x/ > 0 basta
añadir al resultado anterior los puntos en los que se anulap.x/.

Desigualdades entre funciones racionales.Supongamos quep.x/ y q.x/ son funciones polinómicas

de una variable, y queremos calcular para qué valores de la variablex se verifica que
p.x/

q.x/
> 0.
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En estos ejercicios basta observar que la desigualdad
p.x/

q.x/
> 0 es equivalente a la desigualdad

p.x/q.x/ > 0, la cual ya sabemos resolver porquep.x/q.x/ es una función polinómica.

Ejemplo. Calcula para qué valores dex 2R se verifica la siguiente desigualdad.

x2 � 4x � 2

x3 C 1
> 0:

Solución.La desigualdad del enunciado es equivalente a:

h.x/ D .x2 � 4x � 2/.x3 C 1/ > 0:

Las raíces deh son las soluciones de las ecuaciones

x2 � 4x � 2 D 0; x3 C 1 D 0:

Las soluciones de la primera ecuación son:

˛ D 4 �
p

24

2
D 2 �

p
6; ˇ D 4 C

p
24

2
D 2 C

p
6:

La segunda ecuación tiene una solución evidente,x D �1. Dividiendo por Ruffini resulta:

x3 C 1 D .x C 1/.x2 � x C 1/

El trinomiox2 � x C 1 tiene discriminante negativo y coeficiente dex2 positivo por lo que es siempre
positivo,x2 � x C 1 > 0 para todox 2R. Tenemos que:

h.x/ D .x � ˛/.x � ˇ/.x C 1/.x2 � x C 1/ > 0 ” p.x/ D .x C 1/.x � ˛/.x � ˇ/ > 0:

Como�1 < ˛ < ˇ, deducimos que:

x < �1 ÷ p.x/ < 0 porque es producto de tres números negativos.

�1 < x < ˛ ÷ p.x/ > 0 porque es producto de un número positivo y dos negativos.

˛ < x < ˇ ÷ p.x/ < 0 porque es producto de dos números negativos y uno positivo.

ˇ < x ÷ p.x/ > 0 porque es producto de tres números positivos.

Concluimos que la desigualdad del enunciado es cierta para valores dex en � � 1; ˛Œ[�ˇ; C1Œ.

Igualdades o desigualdades en las que intervienen valores absolutos

En general, para resolver igualdades o desigualdades en lasque intervienen valores absolutos se
deben considerar todos los casos posibles para quitar los valores absolutos que aparecen.

Ejemplo. Calcula para qué valores dex se verifica la igualdad
ˇ

ˇx2 � 6x C 8
ˇ

ˇ D x � 2.

Solución.La primera condición que debe cumplirse es quex � 2 > 0, esto es,x > 2. Parax < 2 la
igualdad del enunciado no puede darse nunca. Supuesto quex > 2, la igualdad del enunciado equivale
a que se verifique alguna de las igualdades:

a) x2 � 6x C 8 D x � 2; b) x2 � 6x C 8 D �x C 2
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La igualdad a) esx2 � 7x C 10 D 0, cuyas soluciones son2 y 5. La igualdad b) esx2 � 5x C 6 D 0,
cuyas soluciones son2 y 3. Observa que todas las soluciones obtenidas son mayores o iguales que2.
Concluimos que la igualdad del enunciado es cierta parax D 2, x D 3 y x D 5.

Ejemplo. Calcula para qué valores dex 2R se verifica la desigualdad

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x � 2

x2 � 2x � 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

>
1

2
.

Solución.La desigualdad del enunciado equivale a que se verifiquealgunade las desigualdades:

a)
x � 2

x2 � 2x � 1
>

1

2
; b)

x � 2

x2 � 2x � 1
< �1

2

La desigualdad a) es equivalente a:

x � 2

x2 � 2x � 1
� 1

2
D �x2 C 4x � 3

2.x2 � 2x � 1/
> 0 ” .�x2 C 4x � 3/.x2 � 2x � 1/ > 0

Como en esta última aparece el trinomio�x2 C4x �3 con coeficiente dex2 negativo, para evitar posi-
bles errores conviene cambiar de signo. Obtenemos así que ladesigualdad del enunciado es equivalente
a:

p.x/ D .x2 � 4x C 3/.x2 � 2x � 1/ < 0

Calculando las raíces de los dos trinomios obtenemos que,ordenadas de menor a mayor, son
1 �

p
2 < 1 < 1 C

p
2 < 3. Pongamos̨ D 1 �

p
2, ˇ D 1 C

p
2. Tenemos que:

p.x/ D .x2 � 4x C 3/.x2 � 2x � 1/ D .x � ˛/.x � 1/.x � ˇ/.x � 3/

Deducimos que:

x < ˛ ÷ p.x/ > 0 porque es producto de cuatro números negativos.

˛ < x < 1 ÷ p.x/ < 0 porque es producto de un número positivo y tres negativos.

1 < x < ˇ ÷ p.x/ > 0 porque es producto de dos números negativos y dos positivos.

ˇ < x < 3 ÷ p.x/ < 0 porque es producto de tres números positivos y uno negativo.

3 < x ÷ p.x/ > 0 porque es producto de cuatro números positivos.

Concluimos que la desigualdad a) se verifica parax 2�1 �
p

2; 1Œ[�1 C
p

2; 3Œ.

Análogamente se obtiene que la desigualdad b) se verifica parax 2� �
p

5; 1 �
p

2Œ[�
p

5; 1 C
p

2Œ.

Finalmente, la desigualdad del enunciado se verifica para

x 2� �
p

5; 1 �
p

2Œ[�1 �
p

2; 1Œ[�
p

5; 1 C
p

2Œ[�1 C
p

2; 3Œ:

Ejemplo. Calcula para qué valores dex se verifica la igualdad

jx2 C 3x � 9j D jx2 C x � 6j C j2x � 3j :

Solución.Poniendof .x/ D x2 C x � 6 y g.x/ D 2x � 3, la igualdad del enunciado se escribe como
jf .x/ C g.x/jDjf .x/jCjg.x/j, igualdad que equivale af .x/g.x/>0, es decir.x2Cx�6/.2x�3/>0.
Calculando las raíces del trinomio tenemos que

.x2 C x � 6/.2x � 3/ D 2.x C 3/.x � 2/.x � 3=2/:
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Deducimos fácilmente que la desigualdadf .x/g.x/ > 0 se verifica si�3 6 x 6 3=2, o six > 2.

Ejemplo. Calcula para qué valores dex se verifica la desigualdadj�x C jx � 1jj < 2.

Solución.La desigualdad del enunciado es equivalente a las dos desigualdades�2 < �xCjx � 1j < 2,
que son equivalentes ax � 2 < jx � 1j < x C 2. La segunda de estas desigualdades solamente puede
darse six > �2. Supongamos que�2 < x 6 1. Entonces se tiene quejx � 1j D 1 � x, por lo que las
desigualdades anteriores son en este casox � 2 < 1 � x < x C 2, que equivalen a�3 < �2x < 1,
es decir,�1 < 2x < 3, o bien�1=2 < x < 3=2. No podemos olvidar que hemos usado quex 6 1,
por lo que la condición obtenida queda�1=2 < x 6 1. Parax > 1 se tiene quejx � 1j D x � 1, por
lo que las desigualdades anteriores son en este casox � 2 < x � 1 < x C 2, que se cumplen siempre.
Concluimos que la desigualdad del enunciado es cierta parax > �1=2.

Ejemplo. Calcula para qué valores dex se verifica la siguiente desigualdad.

jx C 1j C jx2 � 3x C 2j < 4:

Solución.Puesto quex2 � 3x C 2 D .x � 1/.x � 2/, tenemos que

jx C 1j C jx2 � 3x C 2j D jx C 1j C j.x � 1/.x � 2/j D jx C 1j C jx � 1jjx � 2j:

Para controlar los valores absolutos consideraremos por separado los casosx < �1, �1 < x < 1,
1 < x < 2 y x > 2.

� Parax 6 �1 tenemosjx C 1j C jx � 1jjx � 2j D �x � 1 C .1 � x/.2 � x/ D x2 � 4x C 1. Por tanto,
la desigualdad del enunciado esx2 � 4x C 1 < 4, es decir,x2 � 4x � 3 < 0. Es fácil comprobar que
parax 6 �1 se verifica quex2 � 4x � 3 > 0. Por tanto, parax 6 �1 la desigualdad del enunciado
es siempre falsa.

� Parax 2� � 1; 1� tenemosjx C 1j C jx � 1jjx � 2j D x C 1 C .1 � x/.2 � x/ D x2 � 2x C 3. Por
tanto, la desigualdad del enunciado esx2 � 2x C 3 < 4, es decir,x2 � 2x � 1 < 0. Las raíces
de este trinomio son1 �

p
2 y 1 C

p
2. Es inmediato comprobar quex2 � 2x � 1 < 0 equivale a

que1 �
p

2 < x < 1 C
p

2. Concluimos que la desigualdad del enunciado es válida en elconjunto
� � 1; 1�\�1 �

p
2; 1 C

p
2ŒD�1 �

p
2; 1�.

� Para1 < x < 2 tenemosjx C 1j C jx � 1jjx � 2j D x C 1 C .x � 1/.2 � x/ D �x2 C 4x � 1. Por
tanto, la desigualdad del enunciado es�x2 C 4x � 1 < 4, es decir,x2 � 4x C 5 > 0. Este trinomio
no tiene raíces reales, por tanto se verifica quex2 � 4x C 5 > 0 para todox 2R. Concluimos que la
desigualdad del enunciado es válida para1 < x < 2.

� Parax > 2 tenemosjx C 1j C jx � 1jjx � 2j D x C 1 C .x � 1/.x � 2/ D x2 � 2x C 3. Por tanto,
la desigualdad del enunciado esx2 � 2x C 3 < 4, es decir,x2 � 2x � 1 < 0. Las raíces de este
trinomio son1 �

p
2 y 1 C

p
2. Es inmediato comprobar quex2 � 2x � 1 < 0 equivale a que

1 �
p

2 < x < 1 C
p

2. Como2 < 1 C
p

2, concluimos que la desigualdad del enunciado es válida
en el conjuntoŒ2; C1Œ\�1 �

p
2; 1 C

p
2ŒDŒ2; 1 C

p
2Œ.

Concluimos que la desigualdad se verifica para

x 2�1 �
p

2; 1�[�1; 2Œ[Œ2; 1 C
p

2ŒD�1 �
p

2; 1 C
p

2Œ

.
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