Ejercicios de Matematicas | — Desigualdades

Desigualdades entre polinomiosSupongamos que(x) es una funcién polinémica de una variable,
y queremos calcular para qué valores de la variatde verifica quep(x) > 0.

Para ello lo que vamos a hacer es calcular las solucionessréalla ecuaciop(x) = 0, es decir,
lasraicesreales del polinomig(x). Esto solamente puede hacerse en casos sencillos. El mmidesrfte
es cuand(x) es un polinomio con coeficientes que son nimeros enterogftiente del término
de mayor grado es igual a 1, porque entonces las raftesasde p(x) deben ser divisores del término
independiente.

Ejemplo. Calcula para qué valores dese verifica que—6 — 19x + 28x2 + 2x3 — 6x* 4+ x> > 0.

Solucion.Por lo antes dicho, las raiceaterasdel polinomio
p(x) =—6—19x + 28x2 + 2x% — 6x* 4+ x°
solamente pueden seb, —3,-2,—1, 1,2, 3, 6. Tenemos que:
p(—=6) <0, p(=3) =—480, p(=2) =0, p(-=1) =32, p(1) =0, p(2) =20, p(3) =0, p(6) > 0.

Por tanto,—2, 1 y 3 son las Unicas raicemnterasde p(x). Dividiendo por Ruffini obtenemos que
p(x) = (x + 2)(x — )(x — 3)(x* — 4x — 1). Calculamos ahora las raices del trinomio de segundo
gradox? —4x — 1, que resultan ser =2 — /5y 8 =2 + /5.

Ordenamos ahora todas las raices de menor a mayor. Tenieodemta qué < /5 < 3, resulta
que—2 <a <1 <3 < B. Tenemos que:

p(x)=(x+2)(x—a)(x —D(x—3)(x—p)

Deducimos que:

x <—2 =— p(x) < 0 porque es producto de cinco himeros negativos.

—2<x<a = p(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y cuatro negativos.
a<x<l = p(x) <0porque es producto de dos nimeros positivos y tres negativos
l<x<3 = p(x)> 0porque es producto de tres nimeros positivos y dos negativos
3<x<pB = p(x)<0porque es producto de cuatro nimeros positivos y uno negativ

B <x = p(x)> 0porque es producto de cinco nimeros positivos.

Del estudio anterior se deduce que:
{(xeR: p(x) > 0} =] — 2,2 — V/3[U]1,3[U] — 2 + V5, +oq[.

Naturalmente, si lo que se quiere es calcular para qué ealierec R se verifica quep(x) = 0 basta
afiadir al resultado anterior los puntos en los que se ariulp

Desigualdades entre funciones racionaleSupongamos qu@(x) y ¢(x) son funciones polindomicas

de una variable, y queremos calcular para qué valores deiébiex se verifica quep(—x) > 0.
q(x

(x)
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En estos ejercicios basta observar que la de&guaﬁ%e% > 0 es equivalente a la desigualdad
X

p(x)g(x) > 0, la cual ya sabemos resolver porquex)g(x) es una funcién polinémica.

Ejemplo. Calcula para qué valores dec R se verifica la siguiente desigualdad.

x*—4x -2

> 0.
x34+1

Solucién.La desigualdad del enunciado es equivalente a:
h(x)= (x> —4x =2)(x3+ 1) > 0.
Las raices dé son las soluciones de las ecuaciones
x?—d4x—-2=0, x4+ 1=0.
Las soluciones de la primera ecuacion son:

o

4 — /24
_A=VH L, v

4 24
: RS

P 2

La segunda ecuacidn tiene una solucion evidente,—1. Dividiendo por Ruffini resulta:
XPHl=x+DE*P=x+1

El trinomiox? — x + 1 tiene discriminante negativo y coeficientexfepositivo por lo que es siempre
positivo,x? — x 4+ 1 > 0 para todox e R. Tenemos que:

hx)=x—a)(x —B)x + D> —x+1)>0< p(x)=(x + (x —a)(x —B) > 0.
Como—1 < a < $, deducimos que:

x <—-1 = p(x) < 0 porgue es producto de tres nUmeros negativos.
—l<x<a = p(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
a<x<pB = p(x)<0porque es producto de dos nimeros negativos y uno positivo.
B <x = p(x)> 0porque es producto de tres nUmeros positivos.

Concluimos que la desigualdad del enunciado es cierta péoees dex en] — 1, a[U]8, +o<[.

Igualdades o desigualdades en las que intervienen valorelsslutos

En general, para resolver igualdades o desigualdades gudamtervienen valores absolutos se
deben considerar todos los casos posibles para quitarlmgsabsolutos que aparecen.
Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdaﬁx2 —6x + 8] =x-2.

Solucion. La primera condicidon que debe cumplirse es gue 2 = 0, esto esx > 2. Parax < 2 la
igualdad del enunciado no puede darse nunca. Supuesto¥ e la igualdad del enunciado equivale
a que se verifique alguna de las igualdades:

a) x2—6x+8=x—2, b) x> —6x +8=—x+2
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La igualdad a) es? — 7x + 10 = 0, cuyas soluciones sdhy 5. La igualdad b) es? — 5x + 6 =0,
cuyas soluciones sdhy 3. Observa que todas las soluciones obtenidas son mayoraslesgjue.
Concluimos que la igualdad del enunciado es cierta pat&, x =3y x = 5.

1

. . - . -2
Ejemplo. Calcula para qué valores de< R se verifica la de&gualda}j% > 5
X< — 22X —

Solucién.La desigualdad del enunciado equivale a que se verifituanade las desigualdades:

a) x =2 1 b) x -2 1
x2—2x—-1" 2 x2—2x—1 2

La desigualdad a) es equivalente a:

x =2 1 —x2+44x-3

e T T T e (x4 4x =) (P —2x — 1) > 0
X2 —2x—1 2 2(:2—2x—1) (=x" +dx =3 —2x =)

Como en esta Ultima aparece el trinomio? + 4x — 3 con coeficiente de? negativo, para evitar posi-
bles errores conviene cambiar de signo. Obtenemos asi dasitpualdad del enunciado es equivalente
a:

p(x)=(x?—4x+3)(x>—2x—1) <0
Calculando las raices de los dos trinomios obtenemos guignadas de menor a mayoson
1—v2<1<1++/2<3.Pongamos =1 —+/2, 8 =1 + +/2. Tenemos que:

p() = (3 —4x +3)(x* = 2x — ) = (x —a)(x — D(x = f)(x —3)

Deducimos que:

x <a =— p(x)> 0porque es producto de cuatro nimeros hegativos.
a<x<1l = p(x) < 0porque es producto de un niimero positivo y tres negativos.
l<x<pf = p(x)> 0porque es producto de dos niUmeros negativos y dos positivos.
B <x<3 = p(x)<0porque es producto de tres nimeros positivos y uno negativo.
3<x = p(x)> 0porque es producto de cuatro nimeros positivos.

Concluimos que la desigualdad a) se verifica pagdl — /2, 1[U]1 + +/2, 3[.
Analogamente se obtiene que la desigualdad b) se verifieapa— /5, 1 — v/2[U]V/5, 1 + V/2].

Finalmente, la desigualdad del enunciado se verifica para

x €)= V5,1 = V2[Ull = V2, 1[UIV/5,1 + V2[U]l + /2. 3].

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdad
|x? 4+ 3x — 9 = [x* + x — 6] + [2x — 3.
Solucion.Poniendof (x) = x2 4+ x — 6 y g(x) = 2x — 3, la igualdad del enunciado se escribe como

| 7(x) + g(x)|=]| f(x)|+|g(x)|, igualdad que equivale A(x) g (x)=0, es decil(x2 +x—6)(2x—3) =0.
Calculando las raices del trinomio tenemos que

(x> +x—6)(2x —3) =2(x + 3)(x — 2)(x — 3/2).
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Deducimos facilmente que la desigualdégk)g(x) = 0 se verifica si-3 < x < 3/2,0six = 2.

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desigualddd-x + |x — 1]| < 2.

Solucién.La desigualdad del enunciado es equivalente a las dos déigies-2 < —x+|x — 1] < 2,

que son equivalentesxa— 2 < |x — 1| < x + 2. La segunda de estas desigualdades solamente puede
darse siv > —2. Supongamos que2 < x < 1. Entonces se tiene qye — 1| = 1 — x, por lo que las
desigualdades anteriores son en este gas® < 1 — x < x + 2, que equivalen &3 < —2x < 1,

es decir—1 < 2x < 3,0 bien—1/2 < x < 3/2. No podemos olvidar que hemos usado gus 1,

por lo que la condicion obtenida quedd/2 < x < 1. Parax > 1 se tiene quéx — 1| = x — 1, por

lo que las desigualdades anteriores son en estexcasb< x — 1 < x + 2, que se cumplen siempre.
Concluimos que la desigualdad del enunciado es ciertaxpara-1/2.

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la siguiente desigualdad.
|x + 1] + |x? —3x + 2| < 4.
Solucion.Puesto quer? — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2), tenemos que
X+ 1+ x> =3x+2|=|x+ 1|+ |(x=Dx=2) = |x+ 1|+ |x = 1]||]x —2|.

Para controlar los valores absolutos consideraremos para#o los casos < —1, -1 < x < 1,
I <x<2yx>2.

e Parax <—1tenemosx + 1|+ |x — 1||x = 2| =—x — 14 (1 —x)(2—x) = x> —4x + 1. Por tanto,
la desigualdad del enunciadoxs—4x + 1 < 4, es decirx? —4x — 3 < 0. Es facil comprobar que
parax < —1 se verifica quer> — 4x — 3 > 0. Por tanto, para < —1 la desigualdad del enunciado
es siempre falsa.

e Parax €] — 1, 1]tenemogx + 1| + |x — 1||[x =2|=x 4+ 1 + (1 — x)(2 — x) = x?> — 2x + 3. Por
tanto, la desigualdad del enunciadox@s— 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices
de este trinomio soh — /2y 1 + +/2. Es inmediato comprobar qué — 2x — 1 < 0 equivale a
quel — /2 < x < 1 4+ /2. Concluimos que la desigualdad del enunciado es vélida @mngiinto
1= 1, 1N = /2,1 4+ V/2[=]1 — /2, 1].

e Paral <x <2tenemogx + 1|+ |x —I||x =2|=x+ 1 + (x = 1)(2—x) = —x2 + 4x — 1. Por
tanto, la desigualdad del enunciado-es® + 4x — 1 < 4, es decirx? —4x + 5 > 0. Este trinomio
no tiene raices reales, por tanto se verificaxfie 4x + 5 > 0 paratodar €R. Concluimos que la
desigualdad del enunciado es valida parax < 2.

e Parax > 2tenemogx + 1| + |x — 1||x = 2| =x + 1 + (x — I)(x — 2) = x2 — 2x + 3. Por tanto,
la desigualdad del enunciado €5 — 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de este
trinomio sonl — +/2'y 1 + /2. Es inmediato comprobar qué — 2x — 1 < 0 equivale a que
1—+/2 < x <14 +/2.Como2 < 1+ +/2, concluimos que la desigualdad del enunciado es valida
en el conjuntd2, +-o0[N]1 — +/2,1 4+ v2[=[2,1 + V2[.

Concluimos que la desigualdad se verifica para

x €]l — V2, 1JUIL, 2[U[2, 1 4+ V2[=]1 — v/2,1 + V2]
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